
第七章

分治算法
分开来求解，再合起来

HGNU-ACM 实验室算法组
第七章　截图配套：4 道例题，14 道练习题
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本章目录｜知识

分治算法入门

二分查找

二分答案

归并排序与逆序对

快速幂
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本章目录｜例题与练习

例 7.4：循环比赛日程表

例 7.5：取余运算（mod）

例 7.6：黑白棋子的移动

例 7.7：光荣的梦想

易错点与模板

全部练习索引
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分治：把大问题拆成同样的小问题

▶ 分治（divide and conquer）：把大问题拆成若干更小的同类子问题。
▶ 分别解决这些子问题，再把子问题的答案合并成原问题的答案。
▶ 三个关键词：分解、解决、合并。

原问题

子问题 1

子问题 2

答案 1

答案 2

原问题答案

分解 解决 合并

一句话理解

把 “一口吃不下” 的问题，切成几口能吃完的小块；吃完后再拼回原来的形状。
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分解：每次分成规模接近的两半

▶ 对数组区间 [l, r]，取中点 mid = ⌊(l + r)/2⌋。
▶ 左子区间 [l,mid]，右子区间 [mid + 1, r]，两边长度最多差 1。

▶ 规模 n = 8 时：8 → 4 + 4 → 2 + 2 + 2 + 2 → 1 + · · ·+ 1，只需 3 层。

5 2 8 1 9 3 7 4

原数组（区间 [1, 8]）

[1, 8]

[1, 4] [5, 8]

[1, 2] [3, 4] [5, 6] [7, 8]

▶ 若分成 1 与 n − 1，递归树会退化成一条链，复杂度升到 O(n2)。
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解决：递归到足够小的子问题

▶ 边界：区间只剩一个元素时，答案就是它自己，直接返回。
▶ 递归：否则继续对左右两半调用同一个函数。
▶ 递归调用必须让区间长度严格变小，否则永远停不下来。

[1, 4]

[1, 2] [3, 4]

[1] [2] [3] [4]

叶子：长度 1，直接求解

▶ 写递归函数时第一件事就是写边界；边界写错，后面的分解和合并都无从谈起。
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合并：分治最关键的一步

▶ 子问题解决后，必须把两个有序段拼成一个有序段。
▶ 合并的代价决定总复杂度：归并的合并是 O(n)，总时间 O(n log n)。
▶ 合并要满足三点：不重不漏、保留必要信息、代价可控。

3 1 4 2 6 5 8 7

原数组

1 3 2 4 5 6 7 8 每两个一组排好序

1 2 3 4 5 6 7 8 合并成整体有序
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分治执行全过程：求区间最大值

▶ 以数组 a = [5, 2, 8, 1, 9, 3, 7, 4] 为例，求 [1, 8] 的最大值。

▶ 先一路分解到单元素，再在返回时逐层合并。

当前区间 分解结果 子问题答案 合并结果

[1, 8] [1, 4]、[5, 8] 8、9 9
[1, 4] [1, 2]、[3, 4] 5、8 8
[1, 2] [1, 1]、[2, 2] 5、2 5
[5, 8] [5, 6]、[7, 8] 9、7 9
[5, 6] [5, 5]、[6, 6] 9、3 9

执行顺序

分解是 “往下走”，合并是 “往回走”；每个区间只在合并时计算一次。
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递归树：每一层的工作量

▶ 规模为 n 的问题分成两个 n/2 的问题，合并需要 O(n)。
▶ 递推式：T(n) = 2T(n/2) + O(n)。
▶ 递归树有 log2 n + 1 层，每一层的总工作量都是 n。

n

n
2

n
2

n
4

n
4

n
4

n
4

本层共 n

本层共 n

本层共 n

共 log2 n + 1 层

T(n) = n + n + · · ·+ n = O(n log n)
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递归树：常见递推式对照

▶ 看递归树时抓两点：树有多高、每一层加起来多大。
▶ 两者相乘就是总工作量；若每层代价不同，取最大的一层做上界。

递推式 递归树形态 复杂度

T(n) = T(n/2) + O(1) 一条链，每层常数 O(log n)
T(n) = 2T(n/2) + O(1) 满二叉树，共 n 个结点 O(n)
T(n) = 2T(n/2) + O(n) 每层 n，共 log n 层 O(n log n)
T(n) = T(n − 1) + O(1) 一条链，共 n 层 O(n)
T(n) = 2T(n − 1) + O(1) 每层翻倍 O(2n)

本章对应

二分查找是第一条，归并排序是第三条，快速幂是第一条（指数每层减半）。
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分治的适用条件

1. 可分解：原问题能拆成若干个同类型的子问题。
2. 子问题独立：左右两半互不影响，不会重复求解同一个子问题。
3. 可合并：两个子问题的答案能较快拼成原问题的答案。
4. 规模缩小：每次至少缩小一个常数比例，否则递归树会退化成链。

分治：子问题不重叠 动态规划：子问题重叠

同一个子问题被算两次

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 11/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

分治与动态规划的分界线

▶ 分治适合子问题互不重叠的场景；动态规划适合子问题大量重叠的场景。
▶ 判断方法：画出递归树，看同一个子问题是否出现多次。
▶ 若重复出现，就把子问题的答案存起来，避免重复计算，这就是记忆化搜索或动
态规划。

分治 动态规划

子问题 独立、不重叠 大量重叠
计算方向 自顶向下递归 常自底向上填表
中间结果 不保存 必须保存
典型例子 归并排序、快速幂 斐波那契、背包

一句话

分治是 “各算各的，最后合并”；动态规划是 “算过的不再算”。
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分治的代码骨架

int solve(int l, int r) { // 当前区间 [l, r]
if (l == r) { // 边界：一个元素

return a[l];
}
int mid = l + (r - l) / 2; // 分解
int left = solve(l, mid); // 解决左半
int right = solve(mid + 1, r); // 解决右半
return max(left, right); // 合并

}

▶ 先写边界：什么时候不用再分。
▶ 再写分：确定中点，保证两边规模接近。
▶ 最后写合：把两个子问题的答案拼起来。
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分治的常见错误

1. 忘记边界：递归一直进行，最后栈溢出。
2. 区间写错：左半写成 [l,mid − 1] 或右半写成 [mid, r]，导致漏元素或死循环。
3. 中点溢出：mid = (l + r) / 2 在 l + r 超过 int 时出错。
4. 合并顺序错：先覆盖了原数组，再拿被覆盖的值去合并。
5. 子问题重叠：明明适合动态规划，却硬用分治，复杂度指数级。

自测方法

用长度 0, 1, 2 的数组各跑一遍；再打印每次进入的 [l, r]，检查是否每个元素恰好出现
一次。

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 14/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

二分查找：有序才能折半

▶ 前提：数据有序（或具有单调性），并且能随机访问中间元素。
▶ 直觉：猜数字 1 ∼ 100，每次猜中间值，一次排除一半。

▶ 区间长度从 n 变成 n/2, n/4, . . . , 1，最多 ⌈log2 n⌉ 轮。
▶ 无序数组不能直接二分；链表不能随机访问，也不适合。

猜一次，排除一半

继续猜

· · ·

轮数

n = 105 时 ⌈log2 10
5⌉ = 17；n = 109 时也只要 30 轮。
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区间收缩：l、mid、r 怎么移动

▶ 始终维护一个答案一定在其中的区间 [l, r]。
▶ 看中点 amid：小于 x 去右半，大于 x 去左半，等于 x 直接返回。
▶ 每轮必须让区间严格变小，否则会死循环。

1 2 3 4 5 6 7 8
l mid r

amid = 4 < 7，去右半

1 2 3 4 5 6 7 8
l mid r

1 2 3 4 5 6 7 8
l = mid r
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手推：在 8 个数中查找 7

▶ 数组 a = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]，目标 x = 7，下标从 1 开始。

▶ 闭区间模板，循环条件 l ≤ r。

轮次 l r mid amid 下一步

1 1 8 4 4 4 < 7，令 l = 5
2 5 8 6 6 6 < 7，令 l = 7
3 7 8 7 7 相等，返回 7

对比

顺序查找要比较 7 次，二分只比较 3 次；数据越大，差距越明显。
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闭区间模板：[l, r]

int find(const vector<int>& a, int x) {
int l = 0, r = (int)a.size() - 1; // 闭区间 [l, r]
while (l <= r) {

int mid = l + (r - l) / 2; // 防溢出
if (a[mid] == x) return mid; // 找到
if (a[mid] < x) {

l = mid + 1; // 去右半
} else {

r = mid - 1; // 去左半
}

}
return -1; // 没找到

}

▶ 循环结束条件 l > r，此时区间为空。
▶ 返回 −1 表示不存在；若题目保证存在，可以省略。

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 18/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

闭区间的边界测试

▶ 二分最容易错在边界：长度为 0、1、2 时各手动跑一遍。
▶ 目标在第一个、最后一个、不存在，是三类必测情况。

数组 目标 正确结果 说明

[] 3 −1 l = 0, r = −1，直接不进循环
[5] 5 0 第一轮命中
[5] 4 −1 第一轮后 r = −1
[1, 3] 1 0 目标在第一个
[1, 3] 3 1 目标在最后一个
[1, 3] 2 −1 最后 l > r
[2, 2, 2] 2 任意一个 返回哪个都可以

检查口诀

先看空不空，再看两端，最后看不存在。
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左闭右开模板：[l, r)

int lowerBound(const vector<int>& a, int x) {
int l = 0, r = (int)a.size(); // 答案在 [l, r)
while (l < r) {

int mid = l + (r - l) / 2;
if (a[mid] < x) {

l = mid + 1; // 丢弃左半
} else {

r = mid; // mid 可能是答案
}

}
return l; // 第一个 >= x 的位置

}

▶ 初始 r = n，答案可能是 n，所以数组末尾要留一个 “虚拟位置”。
▶ 循环结束时 l = r，这个位置就是第一个大于等于 x 的下标。
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两种模板怎么选

▶ 两种写法都对，关键是全程统一，不要一半闭一半开。
▶ 求 “第一个满足条件的位置”，左闭右开更自然。
▶ 只求 “存在不存在”，闭区间更直观。

闭区间 左闭右开

区间表示 [l, r] [l, r)
初始 r n − 1 n
循环条件 l ≤ r l < r
空区间 l > r l = r
循环结束 可能 l = r + 1 必有 l = r
返回 命中的下标或 −1 第一个可行位置

建议

初学阶段固定用一种模板，把边界测试表背下来，比记两种写法更可靠。
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lower_bound 与 upper_bound

▶ lower_bound(x)：第一个 ≥ x 的位置。
▶ upper_bound(x)：第一个 > x 的位置。
▶ 两者相减，就是 x 在有序数组中出现的次数。

1 2 2 2 4 5
0 4 6

lower upper

出现次数 = 4− 1 = 3

写法

int p = lower_bound(a.begin(), a.end(), x) - a.begin();
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upper_bound 的写法

int upperBound(const vector<int>& a, int x) {
int l = 0, r = (int)a.size();
while (l < r) {

int mid = l + (r - l) / 2;
if (a[mid] <= x) {

l = mid + 1; // 只丢弃 <= x
} else {

r = mid; // 第一个 > x
}

}
return l;

}

▶ 与 lower_bound 只差一个等号：< 改成 <=。
▶ 重复元素较多时，二分仍然只要 O(log n)。
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边界与死循环

▶ mid = (l + r) / 2 向下取整；当区间只有两个元素时，mid == l。
▶ 若此时执行 l = mid，区间没有缩小，就会永远循环。
▶ 要么写 l = mid + 1，要么把中点改成向上取整。

场景 错误写法 正确写法

找左边界 l = mid r = mid 或 l = mid + 1
找右边界 r = mid l = mid + 1
向上取整 (l + r) / 2 (l + r + 1) / 2
防溢出 (l + r) / 2 l + (r - l) / 2

两元素测试

用 [1, 3] 查 3、查 1、查 2 各跑一遍；只要有一组死循环，就说明更新写错。
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二分查找的四个常见错误

1. 对无序数组二分：先排序，或确认题目给出的是非降序列。
2. 死循环：更新区间时没有让 l 增大或 r 减小。
3. 漏掉端点：该用闭区间时写成开区间，最后一个元素永远查不到。
4. 整数溢出：mid=(l+r)/2 在 l + r 超过 int 时出错。

检查方法

拿长度为 1、2 的数组，以及目标在第一个、最后一个、不存在这三种情况手动跑一
遍。

▶ 若数组有重复元素，先想清楚要返回哪一个，再决定用 lower_bound 还是
upper_bound。
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例：查找最接近的元素

int closest(const vector<int>& a, int x) {
int p = lower_bound(a.begin(), a.end(), x)

- a.begin(); // 第一个 >= x
if (p == 0) return a[0]; // 只能取第一个
if (p == (int)a.size()) {

return a.back(); // 只能取最后一个
}
if (x - a[p - 1] <= a[p] - x) {

return a[p - 1]; // 距离相同取较小
}
return a[p];

}

▶ 候选只有两个：ap−1 与 ap。

▶ 距离相同取较小值，所以左边用 “≤” 比较。
▶ 单次询问 O(log n)，m 次询问共 O(m log n)。
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把求最值变成判可行

▶ 很多题要求 “最大值最小” 或 “最小值最大”，直接构造很难。
▶ 若有一个判定函数 check(x)，它关于 x 单调，就可以二分 x。
▶ 这样把最优化问题变成了判定问题。
▶ 三步：确定答案范围、写 check、二分答案。

例子

网线越长，能切出的段数越少；段数随长度单调不增，所以可以二分长度。

▶ 二分答案不是 “二分数组”，二分的对象是答案本身。
▶ 答案范围通常由题目的上下界给出，例如 [1,max ai]。

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 27/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

单调性：两种方向

▶ 设 x1 < x2。若 check 满足 check(x1) ≥ check(x2)，就是 “真变假”。
▶ 反过来 check(x1) ≤ check(x2)，就是 “假变真”。
▶ 无论哪种，可行性只允许变化一次；这是二分答案成立的前提。

x

check

可行
不可行

x0
最小可行

x

check

可行
不可行

x0
最大可行
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思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

判定函数 check 怎么写

▶ check(x) 只能依赖 x 和题目输入，返回 bool。
▶ 常见形式：计数（能切几段）、贪心（要分几组）、模拟（能否跳过去）。
▶ 复杂度通常要 O(n) 或 O(n log n)，否则二分次数乘上去会超时。

写 check 的顺序
先问 “如果答案是 x，怎样验证最快”；再问 “x 变大时，验证结果会不会只变一次”。

▶ 反例：check 里又写了一个二分，复杂度变成 O(n log2 n)，多数题还能过，但要
估算。

▶ 反例：check 依赖随机数或全局状态，结果不单调，不能二分。
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思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

整数二分答案模板（最小可行）

int minFeasible(int low, int high) {
int l = low, r = high, ans = -1;
while (l <= r) {

int mid = l + (r - l) / 2;
if (check(mid)) { // mid 可行

ans = mid; // 记录答案
r = mid - 1; // 尝试更小

} else {
l = mid + 1; // 只能更大

}
}
return ans; // 无解时为 -1

}

▶ ans 必须初始化；若 check 在整个区间都假，返回 −1。

▶ 循环条件与闭区间二分一致。
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思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

最小可行与最大可行

▶ 求 “最小可行”：可行后记录答案，然后往小试，即 r = mid - 1。
▶ 求 “最大可行”：可行后记录答案，然后往大试，即 l = mid + 1。
▶ 两者的 check 形状相反，更新方向也相反。

目标 可行时 不可行时

最小可行 ans=mid; r=mid-1; l=mid+1;
最大可行 ans=mid; l=mid+1; r=mid-1;

最大可行模板

if (check(mid)) { ans = mid; l = mid + 1; }
else { r = mid - 1; }

▶ 先判断题目要的是 “最小” 还是 “最大”，再选模板；写反了会得到错误答案。
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思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

答案区间的上下界

▶ 下界 low 不一定要不可行；它只是答案的最小可能值。
▶ 上界 high 必须覆盖所有可能答案，否则会漏解。
▶ 对 “最小可行”，若 check(high) 为假，说明无解。

low mid high

答案可能在这里 超出上界，漏解

每轮取中点

区间长度

二分轮数约为 log2(high− low+ 1)；范围开大一点通常只多几轮。
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网线主管：题意与判定

▶ 有 N 根网线，要切出至少 K 段等长网线，求每段的最大长度。
▶ 输入长度是两位小数，统一乘 100 换成整数厘米，避免浮点误差。

▶ 二分长度 x（厘米），判定：所有网线按 x 切，能否得到至少 K 段。
▶ 段数

∑
i⌊Li/x⌋ 随 x 增大而减少，满足单调性。

范围

1 ≤ N,K ≤ 10000，单根最长 100 千米 = 107 厘米。二分约 log2 10
7 ≈ 24 轮，每轮

O(N)，完全够用。

▶ 若 1 厘米都切不出 K 段，输出 0.00。
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思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

网线主管：代码（读入与换算）

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main() {

int n, k;
cin >> n >> k;
vector<long long> len(n);
long long hi = 0;
for (int i = 0; i < n; ++i) {

double x;
cin >> x;
len[i] = llround(x * 100.0); // 米转厘米
hi = max(hi, len[i]);

}

▶ 用 llround 四舍五入到整数厘米，不用 (long long)(x*100) 直接截断。
▶ hi 记录最长的一根，作为二分上界。
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网线主管：代码（判定函数）

auto check = [&](long long x) {
long long pieces = 0;
for (long long L : len) {

pieces += L / x; // 每根能切几段
}
return pieces >= k;

};

▶ check(x) 统计所有网线在长度 x 下能切出的总段数。
▶ 段数随 x 增大而减少，所以 check 是 “真变假” 的单调函数。
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网线主管：代码（二分与输出）

long long lo = 1, ans = 0;
while (lo <= hi) {

long long mid = lo + (hi - lo) / 2;
if (check(mid)) {

ans = mid; // 长度可行
lo = mid + 1; // 试更长

} else {
hi = mid - 1;

}
}
printf("%lld.%02lld\n", ans / 100, ans % 100);
return 0;

}

▶ 这是 “最大可行” 模板：可行就记录，并往更长试。
▶ ans 初始为 0，切不出任何一段时输出 0.00。
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思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

河中跳房子：题意与贪心判定

▶ 要从起点 0 跳到终点 L，可以移走至多 M 块岩石。
▶ 二分最短跳跃距离 d，判定能否通过移走不超过 M 块岩石，使每步都 ≥ d。
▶ 判定用贪心：从左往右扫描，若当前岩石与上一块保留岩石的距离 < d，就移走
当前岩石。

▶ 为什么贪心正确：当前岩石离上一块太近，留着它只会让后面的选择更差。

端点

终点不能移走；若最后一段仍不足 d，只能继续移走前面的岩石。

▶ 二分下界 1，上界 L；答案至少为 1 也可以为 0，按题目要求处理。
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河中跳房子：代码（读入坐标）

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main() {

long long L;
int n, m;
cin >> L >> n >> m;
vector<long long> p(n + 2);
p[0] = 0; // 起点
for (int i = 1; i <= n; ++i) {

cin >> p[i];
}
p[n + 1] = L; // 终点

▶ 把起点和终点也放进数组，判定时不用特殊处理两端。
▶ p 的下标从 0 到 n + 1，共 n + 2 个位置。
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河中跳房子：代码（判定函数）

auto ok = [&](long long d) {
int removed = 0, last = 0;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {

if (p[i] - p[last] < d) {
++removed; // 移走当前岩石

} else {
last = i; // 保留，作为落脚点

}
}
if (L - p[last] < d) {

++removed; // 最后一段也不够
}
return removed <= m;

};

▶ last 是上一块保留的岩石，不是上一块被移走的岩石。
▶ 最后一段不足 d 时，只能再移走一块前面的岩石，所以 removed 再加一。
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河中跳房子：代码（二分答案）

long long lo = 1, hi = L, ans = 0;
while (lo <= hi) {

long long mid = lo + (hi - lo) / 2;
if (ok(mid)) {

ans = mid; // 可行，试更大
lo = mid + 1;

} else {
hi = mid - 1;

}
}
cout << ans << '\n';
return 0;

}

▶ 这是 “最大可行” 模板：可行就记录并往大试。
▶ 若题目允许答案为 0，把 lo 改成 0，并把 ans 初始化为 0。
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思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

月度开销：最小化最大值

bool check(long long x) {
long long sum = 0;
int cnt = 1; // 至少分一段
for (int i = 0; i < n; ++i) {

if (sum + a[i] <= x) {
sum += a[i]; // 并入当前段

} else {
++cnt; // 新开一段
sum = a[i];

}
}
return cnt <= m;

}

▶ 把 N 天按顺序分成 M 段，使各段和的最大值最小。
▶ 二分这个最大值 x；下界是单天最大开销，上界是全部开销之和。
▶ 每天必须完整归入某一段，所以 x 不能小于某一天的开销。
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浮点二分：固定循环次数

double solve(double low, double high) {
for (int it = 0; it < 100; ++it) {

double mid = (low + high) / 2.0;
if (check(mid)) {

high = mid; // 可行，往小试
} else {

low = mid; // 不可行，往大试
}

}
return low;

}

▶ 实数答案不能靠 l < r 停止，通常固定循环 100 次。

▶ 区间长度每轮减半，100 轮后缩小到 2−100，远超题目精度。

▶ 最后输出 low 或 high 都可以，两者已经非常接近。
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浮点二分的三个典型题

▶ 一元三次方程：在 [−100, 100] 的每个单位区间检查端点符号，变号就二分。

▶ 膨胀的木棍：设圆心角一半为 θ，由 θ/ sin θ = L′/L 二分 θ，再算中心偏移。

▶ 函数的零点：已知 f(1.5) > 0、f(2.4) < 0，直接二分 [1.5, 2.4]。

共同点

先找一个包含答案且端点异号的区间，再固定次数二分；最后按题目要求保留小数
位。

▶ 端点异号是二分的前提；若区间内有两个零点，端点可能同号，需要先分区间。
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二分答案的常见错误

1. 单调性判断错：check 随 x 不是只变一次，二分结果毫无意义。
2. 上下界漏解：答案可能等于上界，但上界取小了。
3. 更新方向写反：求最小可行却用了最大可行的模板。
4. check 太慢：每轮 O(n2)，总复杂度过高。
5. 整数溢出：mid=(l+r)/2、sum+a[i] 都可能超过 int。
6. 浮点精度：循环次数太少，或输出时四舍五入方式不对。

自测

把答案调到边界值、无解值、刚好可行值各测一次，再和暴力程序对拍小数据。
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归并排序：先分开，再合并

▶ 把数组从中间分成两半，分别排序；
▶ 再把两个有序段合并成一个有序段。
▶ 合并时只用两个指针从头扫描，O(n) 完成。

5 2 8 1 9 3 7 4
原数组

1 2 5 8 3 4 7 9

1 2 3 4 5 7 8 9

先分成两半，各自排序，再合并
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分割：递归把区间对半

▶ 分割只负责 “把区间变小”，不改变元素顺序。
▶ 递归到区间长度 1 时天然有序，开始往回合并。

▶ 分割树是一棵满二叉树，叶子有 n 个，树高约 log2 n。

[1, 8]

[1, 4] [5, 8]

[1, 2] [3, 4] [5, 6] [7, 8]

5 2 8 1 9 3 7 4
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合并：两个有序段怎么并

▶ 两个指针 i, j 分别指向左右段的首元素，k 指向临时数组。
▶ 每次取较小的那个放进临时数组；相等时先取左边，保证稳定。
▶ 某一段取完后，把另一段剩下的元素直接接上。

1 3 5 7
i

2 4 6

j

1 2 3 4 5 6 7
临时数组（输出）

每次取较小者

关键

左、右段本身已经有序，所以只需要看两个队首，不需要回头比较。
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合并两个有序段：merge 函数（1/2）

void mergeArray(int l, int mid, int r) {
int i = l, j = mid + 1, k = l;
while (i <= mid && j <= r) {

if (a[i] <= a[j]) {
tmp[k++] = a[i++]; // 取左边，保持稳定

} else {
tmp[k++] = a[j++];

}
}

▶ 两个指针从各自段首出发，比较两个队首。
▶ 相等时取左边，保证排序稳定。
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合并两个有序段：merge 函数（2/2）

while (i <= mid) {
tmp[k++] = a[i++]; // 左段剩余

}
while (j <= r) {

tmp[k++] = a[j++]; // 右段剩余
}
for (int t = l; t <= r; ++t) {

a[t] = tmp[t]; // 拷回原数组
}

}

▶ 某段先空后，把另一段剩余元素直接接上。
▶ 最后拷回原数组，供上一层继续合并。
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归并排序：递归与主函数

void mergeSort(int l, int r) {
if (l >= r) return; // 不足两个元素
int mid = l + (r - l) / 2;
mergeSort(l, mid); // 排左半
mergeSort(mid + 1, r); // 排右半
mergeArray(l, mid, r); // 合并

}
int main() {

int n;
cin >> n;
a.resize(n);
tmp.resize(n);
for (int &x : a) cin >> x; // 读入
mergeSort(0, n - 1);
for (int x : a) cout << x << ' '; // 输出
return 0;

}

▶ 递归式 T(n) = 2T(n/2) + O(n)，解得 O(n log n)。
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归并排序：复杂度、稳定性与适用

▶ 递归深度 O(log n)，每层合并总量 O(n)，总时间 O(n log n)。
▶ 需要长度为 n 的临时数组，额外空间 O(n)。
▶ 合并时相等元素先取左边，所以归并排序是稳定的。
▶ 适合：求逆序对、外部排序、需要稳定排序的场合。

第 1 层：O(n)
第 2 层：O(n)
第 3 层：O(n)
第 log n 层：O(n)

共 log n 层
总计 O(n log n)

与快速排序对比

归并排序最坏也是 O(n log n)，但多花 O(n) 空间；快速排序平均快，最坏会退化。
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逆序对：定义与朴素统计

long long countNaive(vector<int>& a) {
long long cnt = 0;
int n = (int)a.size();
for (int i = 0; i < n; ++i) {

for (int j = i + 1; j < n; ++j) {
if (a[i] > a[j]) {

++cnt; // 发现一个逆序对
}

}
}
return cnt;

}

▶ 逆序对：i < j 且 ai > aj。[2, 1, 4, 3] 有两个逆序对。

▶ 朴素做法枚举所有数对，时间 O(n2)；n = 105 时约 5× 109 次，太慢。
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分治统计三类逆序对

▶ 把数组分成左右两段后，逆序对恰好分成三类：左段内部、右段内部、跨两段。
▶ 前两类在递归中已经统计；当前层只需要数跨段的。
▶ 这样每个逆序对只在 “它跨越的那一层” 被数一次，不重不漏。

左段 右段

左段内部 右段内部

跨两段

递归顺序

先递归左右两段，把内部逆序对数完；再在当前层统计跨段，最后合并。
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跨段逆序对：一次统计一批

▶ 合并时若 ai > aj，因为左段已经有序，左段从 i 到 mid 的所有元素都大于 aj。

▶ 所以一次产生 mid − i + 1 个逆序对，直接累加，不用逐个枚举。

▶ 若 ai ≤ aj，不产生逆序对，正常取左边。

1 3 5 7
i

2 4 6

j

mid − i + 1 = 3 个

左段剩余元素都大于 2

记忆

ans += mid - i + 1; 只在取右段元素时执行；取左段元素时不计。
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归并求逆序对：代码（递归与统计）

long long ans = 0;
vector<int> a, tmp;
void mergeSort(int l, int r) {

if (l >= r) return; // 边界
int mid = l + (r - l) / 2;
mergeSort(l, mid); // 左段内部
mergeSort(mid + 1, r); // 右段内部
int i = l, j = mid + 1, k = l;
while (i <= mid && j <= r) {

if (a[i] <= a[j]) {
tmp[k++] = a[i++];

} else {
ans += mid - i + 1; // 跨段逆序对
tmp[k++] = a[j++];

}
}
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归并求逆序对：代码（收尾）

while (i <= mid) {
tmp[k++] = a[i++];

}
while (j <= r) {

tmp[k++] = a[j++];
}
for (int t = l; t <= r; ++t) {

a[t] = tmp[t]; // 拷回
}

}

▶ 收尾阶段不再产生逆序对，因为其中一段已经为空。
▶ 拷贝回原数组，保证上一层拿到的是有序段。
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归并求逆序对：代码（主函数）

int main() {
int n;
cin >> n;
a.resize(n);
tmp.resize(n);
for (int &x : a) cin >> x;
mergeSort(0, n - 1);
cout << ans << '\n';
return 0;

}

▶ 答案用 long long：n = 105 时逆序对最多约 5× 109。

▶ 数组下标采用闭区间 [0, n − 1]，与 mergeSort(0,n-1) 对应。
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逆序对：复杂度与易错点

▶ 时间 O(n log n)，空间 O(n)。
▶ 相等元素不算逆序：合并时用 a[i] <= a[j] 先取左边。
▶ 统计式 ans += mid - i + 1：左段剩余元素个数，不能写成 mid-i。
▶ 递归区间是闭区间时，mid+1 才是右段起点；写成左闭右开时对应 mid。

检查

升序数组答案为 0；降序数组答案为 n(n − 1)/2；所有元素相等时答案为 0。
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朴素幂太慢

▶ 计算 bp 的朴素做法要乘 p 次，p = 109 时无法接受。

▶ 把指数写成二进制：p = (1010)2，则 b10 = b8 · b2。
▶ 只需不断平方：b1, b2, b4, b8, . . .，再按二进制位相乘。
▶ 乘法次数从 O(p) 降到 O(log p)。

例子

210 = 28 · 22 = 256 · 4 = 1024，只做了 4 次平方和 2 次乘法。

▶ 指数每右移一位，底数就平方一次；二进制位为 1 时把当前底数乘进答案。
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指数拆成二进制

▶ p = 10 = (1010)2，从低位到高位是 0, 1, 0, 1。
▶ 对应权值 1, 2, 4, 8；只有权值 2 和 8 的位为 1。
▶ 所以 b10 = b8 · b2。

0 1 0 1

权值 1 权值 2 权值 4 权值 8

b1 b2 b4 b8

二进制位（从高位到低位）

金色表示该位为 1，对应幂乘入答案

结果

b10 = b8 · b2；没有被选中的 b1, b4 只用于平方，不乘进答案。
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折半递推：把指数除以 2

▶ 设 f(b, p) = bp mod k。
▶ 若 p 为偶数：bp = (bp/2)2，只需求一次 bp/2。

▶ 若 p 为奇数：bp = (b⌊p/2⌋)2 · b。
▶ 边界：p = 0 时 b0 = 1，答案为 1 mod k。

f(b, p) =


1 mod k, p = 0,

f(b, p/2)2 mod k, p 为偶数,

f(b, p/2)2 · b mod k, p 为奇数.

p = 10 p = 5 p = 2 p = 1 p = 0

÷2 ÷2 ÷2 ÷2

递归深度 O(log p)
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递归快速幂

long long power(long long b, long long p, long long mod) {
if (p == 0) {

return 1 % mod; // 边界
}
long long t = power(b, p / 2, mod);
t = t * t % mod; // 平方
if (p & 1) {

t = t * b % mod; // 奇数补乘 b
}
return t;

}

▶ 递归式与 “分治三步” 完全对应：先求一半，再平方，最后补上奇数次幂。
▶ 以 210 mod 9 为例，递归链为 10 → 5 → 2 → 1 → 0。
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迭代快速幂

long long power(long long b, long long p, long long mod) {
long long ans = 1 % mod;
b %= mod;
while (p > 0) {

if (p & 1LL) {
ans = ans * b % mod; // 这一位是 1

}
b = b * b % mod; // 底数平方
p >>= 1; // 指数右移

}
return ans;

}

▶ 循环不变式：ans 乘上 b 的 p 次方，始终等于最初的 bp0（模意义下）。

▶ p 为偶数时只平方；p 为奇数时先乘一次再平方。

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 63/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

快速幂的手推过程

▶ 计算 210 mod 9，初始 ans=1、b=2、p=10。
▶ 每轮看 p 的最低位，为 1 就乘进答案，然后平方底数、右移指数。

轮次 p p mod 2 ans b 动作

0 10 0 1 2 只平方
1 5 1 2 4 乘入，再平方
2 2 0 2 7 只平方
3 1 1 7 4 乘入，再平方
4 0 – 7 7 结束

验证

210 = 1024，1024 mod 9 = 7，与表中结果一致。
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取模、溢出与负底数

▶ ans = 1 % mod：保证 mod=1 时答案为 0。

▶ b %= mod：先缩小底数，避免平方时过大。
▶ b · b 可能超过 long long，用 __int128 中转。

安全乘法

long long mul(long long a, long long b,
long long m) {
return (long long)((__int128)a * b % m);

}

▶ 底数为负时，先做 b %= mod，若仍为负再加 mod。
▶ 指数是 long long 时，循环条件写 p > 0，不要写 p != 0 再右移负数。
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超大指数：按十进制读入

int main() {
long long b, k;
string s;
cin >> b >> s >> k; // p 以字符串读入
long long ans = 1 % k;
for (char c : s) {

ans = power(ans, 10, k); // 前缀整体乘 10 次方
ans = ans * power(b, c - '0', k) % k;

}
cout << ans << '\n';
return 0;

}

▶ p 可能有 200 位，不能存进 long long。
▶ 递推：b10x+d = (bx)10 · bd，其中 d 是当前十进制位。
▶ 这就是例 7.5 与练习 “2011” 的共同思路。
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快速幂的常见错误

1. p=0：应返回 1 mod k；k=1 时返回 0。

2. k=1：任何数模 1 都是 0，初始化 ans=1%k 正好处理。
3. 乘法溢出：b*b 可能超过 long long，用 __int128。
4. 底数为负：先取模再调整到 [0, k)。
5. 指数读入：超过 long long 时要用字符串。
6. 输出格式：例 7.5 要求 b^p mod k=ans，空格和等号位置必须一致。
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例 7.4 ｜题意与样例

题意

有 N = 2M 名选手进行循环赛。每名选手每天比赛一次，共进行 N − 1 天，每天没有
选手轮空。输出 N × N 的比赛安排表，第 i 行第 j 个数表示第 i 名选手在第 j 天的对
手。

▶ 输入 M，样例 M = 3，即 N = 8；下表只画左上角 4× 4。
▶ 样例第一行：1, 2, . . . , 8，表示第 1 名选手依次对阵 2 ∼ 8 号。
▶ 表格关于对角线对称；每行是 1 ∼ N 的一个排列。

行/列 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 1 4 3
3 3 4 1 2
4 4 3 2 1
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例 7.4 ｜从 2× 2 拼到 2M × 2M

▶ 已知规模 k 的日程表 A，要构造规模 2k 的表。
▶ 右下角复制 A；右上角、左下角都填 A + k。
▶ 为什么正确：前 k 名与后 k 名在新增的 k 天里互相交手，编号整体偏移 k。
▶ 从 1× 1 的 A = [1] 开始，不断翻倍，共 log2 N = M 轮。

A A + k

A + k A

规模 k

规模 2k

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 69/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

例 7.4 ｜构造步骤与正确性

▶ 当前已知左上角 k × k 的日程表，其余三块按规则填。
▶ 左上、右下两块相同，表示两组选手各自内部的比赛安排一致。
▶ 右上、左下两块为 A + k，表示跨组比赛，对手编号加上 k。
▶ 每填一轮，规模翻倍；填完 M 轮得到 N × N 表。

为什么每行是排列

每一轮新增的 k 天里，前 k 名选手分别对阵后 k 名选手，编号互不相同；组内比赛
又由归纳假设保证。

▶ 下标从 0 开始：a[0][0] = 1 对应第 1 名选手。

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 70/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

例 7.4 ｜代码（构造）

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main() {

int m;
cin >> m;
int n = 1 << m;
vector<vector<int>> a(n, vector<int>(n, 0));
a[0][0] = 1; // 规模 1 的表
for (int k = 1; k < n; k <<= 1) {

for (int i = 0; i < k; ++i) {
for (int j = 0; j < k; ++j) {

a[i + k][j] = a[i][j] + k; // 左下
a[i][j + k] = a[i][j] + k; // 右上
a[i + k][j + k] = a[i][j]; // 右下

}
}

}

▶ 三个赋值顺序不能乱：右上、左下用旧值加 k，右下复制旧值。
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例 7.4 ｜代码（输出）

for (int i = 0; i < n; ++i) {
for (int j = 0; j < n; ++j) {

if (j > 0) {
cout << ' ';

}
cout << a[i][j];

}
cout << '\n';

}
return 0;

}

▶ 同一行数字之间一个空格，行末不能多输出空格。
▶ 输出本身是 O(N2)，与构造同阶。
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例 7.4 ｜复杂度与易错点

▶ 构造需要 O(N2) 次赋值，输出本身也是 O(N2)，总复杂度 O(N2)。

▶ 空间 O(N2)；N 较大时输出文件本身就会很大。
▶ 下标从 0 开始，a[0][0] = 1 对应第 1 名选手。

▶ 三个赋值块的顺序不能乱：右上、左下用旧值加 k，右下复制旧值。
▶ 输出格式：同一行数字之间一个空格，行末不能多输出空格。

检查

用 M = 1, 2, 3 手算，确认每行是 1 ∼ N 的排列，且 a[i][j] = a[j][i]。
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例 7.5 ｜题意与样例手推

题意

输入 b, p, k，求 bp mod k。b, p, k 均为长整型数。输出格式为 b^p mod k=ans。

▶ 样例：b = 2, p = 10, k = 9，输出 2^10 mod 9=7。
▶ 手推：21 = 2，22 = 4，23 = 8，24 = 16 ≡ 7，25 ≡ 5，210 ≡ 52 = 25 ≡ 7。

▶ 直接乘 10 次可以，但 p 可能很大，必须用快速幂。

输出细节

等号左边是原始的 b, p, k，不是取模后的值；k = 1 时答案为 0。
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例 7.5 ｜分治折半
▶ 设 f(b, p) = bp mod k。
▶ 若 p 为偶数：bp = (bp/2)2，只需求一次 bp/2。
▶ 若 p 为奇数：bp = (b⌊p/2⌋)2 · b。
▶ 边界：p = 0 时 b0 = 1，答案为 1 mod k。

f(b, p) =


1 mod k, p = 0,

f(b, p/2)2 mod k, p 为偶数,

f(b, p/2)2 · b mod k, p 为奇数.

复杂度

递归深度 O(log p)，每层常数次乘法，总时间 O(log p)。

▶ 递归版和迭代版结果相同；迭代版不需要递归栈，更适合 p 很大的情况。
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例 7.5 ｜完整代码（乘法与初始化）

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
using i128 = __int128_t;
long long mul(long long a, long long b, long long m) {

return (long long)((i128)a * b % m);
}
int main() {

long long b, p, k;
cin >> b >> p >> k;
long long base = b % k;
long long ans = 1 % k;
long long e = p;

▶ mul 用 __int128 中转，防止 a · b 溢出。
▶ base、ans 先取模；e 是不断右移的指数。
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例 7.5 ｜完整代码（迭代与输出）

while (e > 0) {
if (e & 1LL) {

ans = mul(ans, base, k);
}
base = mul(base, base, k);
e >>= 1;

}
cout << b << '^' << p << " mod " << k << '=' << ans << '\n';
return 0;

}

▶ 指数最低位为 1 时，把当前底数乘进答案；随后底数平方、指数右移。

▶ 输出等号左边是原始的 b, p, k，不是取模后的值。
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例 7.5 ｜易错点

1. p = 0：b0 = 1，答案应为 1 mod k；k = 1 时为 0。

2. k = 1：任何数模 1 都是 0，初始化 ans=1%k 正好处理。
3. 底数为负：先做 b%k，若为负再加 k，保证余数非负。
4. 乘法溢出：b ∗ b 可能超过 long long，用 __int128 或先取模。
5. 输出格式：b^p mod k=ans，空格和等号位置必须与样例一致。

自测

p = 0、k = 1、b = 0、p 接近 1018 各测一组。
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例 7.6 ｜题意与目标
▶ 2n 个棋子（n ≥ 4）：左边 n 个白子，右边 n 个黑子，末尾两个空位。
▶ 每次把相邻两个棋子整体移到空位，不能交换左右顺序，必须跳过若干棋子。
▶ 目标：变成黑白相间的一行。

- -

n = 5 初始

目标：黑白相间

关键

每次移动后，空位的位置会改变；要把规模 n 的局面化成规模 n − 1 的局面。
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例 7.6 ｜把规模 n 降到 n − 1

▶ 第 1 步：把交界处的 “白黑” 一对移到末尾空位，空位来到交界处。
▶ 第 2 步：把最右边的一对棋子移到刚才的空位。

▶ 此时前 2(n − 1) 个位置恢复成 “n − 1 个白子 + n − 1 个黑子”，末尾留出两个空
位。

▶ 后面只需递归解决规模 n − 1；规模 4 时用固定的 5 步收尾。

- -

规模 7

第 1 步

- -

第 2 步后：前 12 位是规模 6 的形状
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例 7.6 ｜代码（输出与移动）

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int n, stepNo;
string s;
void printStep() {

printf("step%2d:", stepNo);
for (int i = 1; i <= 2 * n + 2; ++i) {

putchar(s[i]);
}
putchar('\n');

}
void movePair(int from, int to) {

s[to] = s[from];
s[to + 1] = s[from + 1];
s[from] = s[from + 1] = '-';
++stepNo;
printStep();

}
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例 7.6 ｜代码（递归主体）

void solve(int k) {
if (k == 4) {

movePair(4, 9);
movePair(8, 4);
movePair(2, 8);
movePair(7, 2);
movePair(1, 7);
return;

}
movePair(k, 2 * k + 1);
movePair(2 * k - 1, k);
solve(k - 1);

}

▶ k = 4 是递归出口，用固定的 5 步完成。

▶ 另外两步把规模 k 化成规模 k − 1，然后递归。
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例 7.6 ｜代码（主函数）

int main() {
cin >> n;
s.assign(2 * n + 3, '-');
for (int i = 1; i <= n; ++i) {

s[i] = 'o';
}
for (int i = n + 1; i <= 2 * n; ++i) {

s[i] = '*';
}
stepNo = 0;
printStep();
solve(n);
return 0;

}

▶ 字符串下标从 1 开始，末尾多留两个空位。

▶ 初始局面也要输出，所以先调用一次 printStep()。
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例 7.6 ｜复杂度与易错点

▶ 规模每降一层用 2 步，规模 4 用 5 步；总步数约 2(n − 4) + 5 = 2n − 3 步。

▶ 每步输出 2n + 2 个字符，总输出 O(n2)，这是题目要求的输出量。
▶ 递归深度 O(n)；n 很大时要注意栈深度，可改成循环。
▶ 样例 n = 7 共 12 行（step 0 到 step11），最后一行为 --o*o*o*o*o*o*o*。
▶ step%2d：第 0 ∼ 9 步输出 step 0:，第 10 步起输出 step10:。
▶ 下标从 1 开始，移动前确认两个位置都是棋子、目标两个位置都是空位。

自测

n = 4 应输出 5 步，最后一行是 - - o * o * o * o *。
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例 7.7 ｜题意：相邻交换最少

▶ 只能交换相邻两个数，把数列变成升序，求最少交换次数。
▶ 关键观察：一次相邻交换恰好使逆序对总数增加或减少 1。

▶ 因此把逆序对全部消掉，最少交换次数就等于逆序对个数。

样例

2, 1, 4, 3 的逆序对有 (2, 1)、(4, 3)，共 2 个，答案是 2。

▶ n ≤ 10000，O(n2) 暴力数逆序对约 108 次，偏慢；用归并排序做到 O(n log n)。
▶ 交换相邻元素一次，逆序对数只会改变 1，所以下界就是逆序对数，且一定能达
到。

基础算法·第七章　分治算法 HGNU-ACM 实验室算法组　 85/97



思想 二分 二分答案 归并 幂 例 7.4 例 7.5 例 7.6 例 7.7 易错 练习

例 7.7 ｜归并统计跨段逆序

▶ 与上一节归并求逆序对完全相同：递归左右段，合并时统计跨段。
▶ 合并时若 a[i] > a[j]，左段剩余 mid-i+1 个元素都与 a[j] 构成逆序对。
▶ 答案用 long long，最大约 n(n − 1)/2。

2 4 6

i

1 3

j
4 > 1：左段剩 2 个

产生 2 个跨段逆序对

与归并排序的关系

把归并排序的合并过程加上一行 ans += mid-i+1;，排序和计数一次完成。
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例 7.7 ｜代码（递归与统计）

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
long long ans = 0;
vector<long long> a, tmp;
void msort(int l, int r) {

if (l >= r) return; // 边界
int mid = l + (r - l) / 2;
msort(l, mid);
msort(mid + 1, r);
int i = l, j = mid + 1, k = l;
while (i <= mid && j <= r) {

if (a[i] <= a[j]) {
tmp[k++] = a[i++];

} else {
ans += mid - i + 1; // 跨段逆序对
tmp[k++] = a[j++];

}
}
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例 7.7 ｜代码（收尾）

while (i <= mid) {
tmp[k++] = a[i++];

}
while (j <= r) {

tmp[k++] = a[j++];
}
for (int t = l; t <= r; ++t) {

a[t] = tmp[t];
}

}

▶ 收尾阶段不再产生逆序对，因为其中一段已经为空。
▶ 拷贝回原数组，保证上一层拿到的是有序段。
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例 7.7 ｜代码（主函数）

int main() {
int n;
cin >> n;
a.resize(n);
tmp.resize(n);
for (long long &x : a) cin >> x;
msort(0, n - 1);
cout << ans << '\n';
return 0;

}

▶ 答案用 long long：最大逆序对约为 n(n − 1)/2。

▶ 递归区间是闭区间 [0, n − 1]，与 msort 的参数一致。
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例 7.7 ｜复杂度与易错点

▶ 时间 O(n log n)，空间 O(n)。
▶ 答案最大约为 n(n−1)

2 ；n = 10000 时约 5× 107，虽然能放进 int，但用 long
long 更稳妥。

▶ 相等元素不算逆序：合并时用 a[i] <= a[j] 先取左边。
▶ 统计式 ans += mid - i + 1：左段剩余元素个数，不要写成 mid-i。

检查

升序数组答案为 0，降序数组答案为 n(n − 1)/2，所有元素相等时答案为 0。
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二分答案：先写 check，再写二分

1. 答案的单调性是否成立？用一句话说明 “x 变大时，可行性如何变化”。
2. check(x) 是否真的只依赖 x，且能在 O(n) 或 O(n log n) 内完成？
3. 二分的下界、上界是否覆盖所有可能答案？区间是闭还是开？
4. 求 “最小可行” 还是 “最大可行”？更新方向不能写反。
5. 整数二分的循环条件是 l ≤ r 还是 l < r？结束后答案取哪个变量？

模板

最小可行：if (ok(mid)) { ans=mid; r=mid-1; } else l=mid+1;
最大可行：if (ok(mid)) { ans=mid; l=mid+1; } else r=mid-1;
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二分查找：提交前检查清单

1. 数组是否有序？题目给的是非降序还是严格递增？
2. 区间是闭区间还是左闭右开？初始 r 写对了吗？
3. 循环条件是 l ≤ r 还是 l < r？
4. mid 是否用 l+(r-l)/2 防溢出？
5. 目标不存在时返回什么？会不会越界访问？
6. 有重复元素时，要返回第一个、最后一个，还是任意一个？

必测数据

空数组、长度 1、长度 2、目标在首、目标在尾、目标不存在。
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复杂度速查表

算法 时间复杂度 额外空间

二分查找 O(log n) O(1)
二分答案（一次 check O(n)） O(n log V) O(1)
归并排序 O(n log n) O(n)
归并求逆序对 O(n log n) O(n)
快速幂 O(log p) O(1)
循环比赛日程表 O(N2) O(N2)
黑白棋子移动 O(n2)（输出量） O(n)

▶ V 是答案的值域大小；二分次数约为 log2 V。
▶ 输出量本身很大的题，复杂度不能低于输出规模。
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提交前自查

1. 样例是否逐字符一致？包括空格、空行、step 0: 这种格式。
2. 边界是否测过：n = 1、空输入、0、重复元素、最大规模。

3. 是否用了 long long？逆序数、区间和、快速幂的中间乘积都要检查。
4. 二分的中点是否写成 l+(r-l)/2？区间更新是否让范围严格缩小？
5. 浮点二分是否固定了足够多的循环次数？输出是否按题目要求保留位数？
6. 数组下标从 0 还是 1 开始？递归区间是开还是闭？全程保持一致。
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练习安排：从二分到分治

▶ 先练二分查找与二分答案：2011、输出前 k 大的数、查找最接近的元素、和为给
定数。

▶ 再练二分答案的判定设计：网线主管、月度开销、河中跳房子。
▶ 接着练实数二分：一元三次方程、二分法求零点、膨胀的木棍。
▶ 最后练归并与分治：区间合并、求排列的逆序数、统计数字、不重复地输出数。

做题顺序

每题先写暴力或手算小样例，再写 check 或分治合并，最后用边界数据自测。
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本章练习题索引｜ 1–7 / 14

1. P4981 2011（一本通 1234）
2. P5244 ｜输出前 k 大的数（一本通 1235）
3. P5245 ｜区间合并（一本通 1236）
4. P5246 ｜求排列的逆序数（一本通 1237）
5. P5247 ｜一元三次方程求解（一本通 1238）
6. P5248 ｜统计数字（一本通 1239）
7. P5249 ｜查找最接近的元素（一本通 1240）
点击蓝色题名进入学校 OJ；没有 OJ 题号的题目标为 “题包”。
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本章练习题索引｜ 8–14 / 14

8. P5250 ｜二分法求函数的零点（一本通 1241）
9. P5251 ｜网线主管（一本通 1242）

10. P5252 ｜月度开销（一本通 1243）
11. P5253 ｜和为给定数（一本通 1244）
12. P5254 ｜不重复地输出数（一本通 1245）
13. P5255 ｜膨胀的木棍（一本通 1246）
14. P5256 ｜河中跳房子（一本通 1247）
本章 14 道练习全部列在此处，一条不落。
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